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Stupné volnosti
Q=S aeQ
Kin. energie T (t) = $mv2(t)
Pot. energie V (t) = mgy (t)
T

1

Hamilton
H=T+V, (T"Q,w)
(o, pa) €T*Q

| ixy,w =dH

-

@+Ksin(a)=0,K =1
zachovani E=T+V

Newton

F=ma,a(t)=v
x(t) = I'sin(a(t))
y(t) = 1(1 — cos(a(t)))

(). v(t) = X(t)

Princip kritické akce (nejmensi)

Pavel Hajek

Setrvacniky v

Pa=9 || FL

L=T-V (a.d) e TQ
0 [L=0 = E-L rovnice




Hamiltonovska mechanika

Hamiltonovsky systém
Trojice (M, w, H), kde
@ (M,w) je symplektick& varieta, tj.
M je hladka varieta a w je nedegenerovana uzaviena
vnéjsi diferencialni 2-forma

@ H je hladka funkce zvana Hamiltonian
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Priklady symplektickych variet

® T*Q, dim(Q) =nsw =73, dpi Adg' v kanonickych
soufadnicich (q', pi) (w = —d#, 6 = >, pidq' Liouvilleova
1-forma)
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Priklady symplektickych variet

@ T*Q, dim(Q) =nsw=>", dpi Adg' v kanonickych
soufadnicich (g',pi) (w = —d6, 6 = 3", pidq' Liouvilleova
1-forma)

@ S? sw = sin?(a)da A dj ve sférickych soufadnicich (o, 3).
Neni symplektickym koteCnym bandlem zadné variety (w
neni exaktni)
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Hamiltonovy rovnice

Hamiltonovské vektorové pole a Hamiltonovy rovnice

(M, w,H) Hamiltonovsky systém. Pak
@ Hamiltonovské vektorové pole ... Xy € X(M) spliiujici
ix,w = dH, kde ix,,w = w(Xu, —) € EL(M).
@ Hamiltonovy kanonické rovnice ... rovnice pro integralni
kfivku z(t) € M, t € R pole Xy, fj. $z(t) = Xy (z(t)).
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Hamiltonovy rovnice

Hamiltonovské vektorové pole a Hamiltonovy rovnice

(M, w,H) Hamiltonovsky systém. Pak
@ Hamiltonovské vektorové pole ... Xy € X(M) spliiujici
ix,w = dH, kde ix,,w = w(Xu, —) € EL(M).
@ Hamiltonovy kanonické rovnice ... rovnice pro integralni
kfivku z(t) € M, t € R pole Xy, fj. $z(t) = Xy (z(t)).

JKlasicky* (lokalng): M = T*Q, z(t) = (q'(t), pi(t))
L oH . oH
q = 8_p| , Pi 8q|
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Poissonovy zavorky a integraly pohybu

Poissonovy zavorky

Zobrazeni {—,—} : C*(M) x C>®(M) — C>°(M) definované
jako
{F,G} =w(Xg,Xg) , F, G € C®(M)

@ {—,—} jsou antisymetrické

@ X € X(M) Hamiltonovské < X[f] = {f,H}, f € C>®(M)
(Poissonovy variety (M, {—, —})

o &(foz)={f,H} oz prokazdouf € C®(M).
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Poissonovy zavorky a integraly pohybu

Poissonovy zavorky

Zobrazeni {—,—} : C*(M) x C>®(M) — C>°(M) definované
jako
{F,G} =w(Xg,Xg) , F, G € C®(M)

@ {—,—} jsou antisymetrické

@ X € X(M) Hamiltonovské < X[f] = {f,H}, f € C>®(M)
(Poissonovy variety (M, {—, —})

o &(foz)={f,H} oz prokazdouf € C®(M).

Integral pohybu

f € C*>(M) je integradlem pohybu (M, w, H), resp. zachovavajici
se velicinou, jestlize {f,H} = 0.
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Poissonovy zavorky a integraly pohybu

Poissonovy zavorky

Zobrazeni {—,—} : C*(M) x C>®(M) — C>°(M) definované
jako
{F,G} =w(Xg,Xg) , F, G € C®(M)

@ {—,—} jsou antisymetrické

@ X € X(M) Hamiltonovské < X[f] = {f,H}, f € C>®(M)
(Poissonovy variety (M, {—, —})

o &(foz)={f,H} oz prokazdouf € C®(M).

Integral pohybu

f € C*>(M) je integradlem pohybu (M, w, H), resp. zachovavajici
se velicinou, jestlize {f,H} = 0.

@ Integralem pohybu je vzdy ,energie“ H (=T + V), {j.
{H,H} =0
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Integrabilita

Integrabilni systém

(M,w,H), dim(M) = 2n je 4pIné integrabilni < existuje n
integralt pohybu K; € C>°(M) v involuci, t;.

{Ki,Kj} =0,i,j=1,...,nadiferencialy dfj, i = 1,...,n jsou
linearné nezavislé.
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Liouville-Arnoldova véta

Liouville-Arnoldova véta

(M, w,H) tplné integrabilni Hamiltonovsky systém na
kompaktni varieté M. Oznacéme {Ky,...,K,} integraly pohybu a
E:meM— (Kiy(m),...,Kn(m)) € R". Jestlize je c € R"
regularni hodnotou E a E~(c) je souvislé, pak

Mc = E_l(c) ~ it 1"

Heslo: ,Pohyby se déji na toru®
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Disledky Liouville-Arnoldovy véty

@ ,Action-angle variables": Lokéalni soufadnice
(1, an, Ky, ..., Kp) naT*Q ((oj) na Mg ~ T"), Ze
w = Zin:]_ dai A dKj aH = H(K;), tj.
OH . OH

Ki:—a—aizo, al:a—KIZFI(KJ)

@ Pavodni FeSeni z(t) = (q'(t), pi(t)) v kvadraturach

T*Sl

Pf’lklad (kyvadlo): q
p ! H—l 1
H = P4+ mgl(1 - cos(q)) T
E(d,pq) = H(d,pq), E~*(ci) ~ S? ST /H (c2)
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Setrvacniky

n-rozmeérné setrvacniky

Hamiltonovské systémy na (T*SO(n),w) s:
Volny... H(R,Pr) = 3tr(PRQP).
Tézky... H(R,PR) = 1tr(PrQP}) + RX71 - g.

® R € SO(n), Pg € TZSO(n)
M = (Lr)g (PRr) € s0*(n) moment hybnosti v télese

@ Q positivné definitni matice ,momentu setrvac¢nosti*
(rozloZeni hmoty)

v v

@ transformace soufadnic x = RX
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3D Lagrangelv setrvacénik

@ H(M)=IM-QM+RXt - g

@ M ¢ (R®)* ~ s50%(3), kde - je standardni skal. sougin na R®

@ Integraly pohybu: H, M - X7 (SO(2) symetrie vici otoceni
kolem X1), RM - g (SO(2) symetrie vici otoceni kolem g v
prostoru), tj. 3 funkce

@ dim(T*SO(3)) = 6, tedy UpIné integrabilni systém, se
sadou I.P. vyse
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4D Lagrange(v setrvacénik

D

@ SO(2) x SO(2) symetricky setrvacnik, tj.

A O
0 A
0 0 , A, B>0, Xt =(X,X,0,0)
0 O

W ooo

0
0
B
0

® H(R,Pr) = 3tr(PrRQPR) + RXr - g, Pr € TzSO(4)

@ Integraly pohybu: H, 3 slozky RMRT (SO(3) symetrie
kolem g, analogie RM - g), jedna slozka M (SO(2) symetrie
kolem Xt), tj. zatim 5 funkci

@ dim(T*SO(4)) = 12, tj. k integrabilité zbyva 1 a ovéreni
predpokladi
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Podékovani

Dékuji za pozornost.
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