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Geometrická mechanika

Princip kritické akce (nejmensi)

g

l

m F

x
y

α

h

H = T + V , (T ∗Q, ω)

(α, pα) ∈ T ∗Q
iXH

ω = dH

Hamilton

F = ma, a(t) = v̇(t), v(t) = ẋ(t)
Newton Lagrange

α̈ + K sin(α) = 0, K = g
l

Kin. energie T (t) = 1
2mv2(t)

Pot. energie V (t) = mgy(t)

FL
FH

pα = ∂L
∂α̇

L = T − V
δ
∫

L = 0
(α, α̇) ∈ TQ

=⇒ E-L rovnice

Q = S1, α ∈ Q

x(t) = l sin(α(t))
y(t) = l(1 − cos(α(t)))

Stupně volnosti

zachovánı́ E=T+V
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Hamiltonovská mechanika

Hamiltonovský systém

Trojice (M, ω, H), kde

(M, ω) je symplektická varieta, tj.
M je hladká varieta a ω je nedegenerovaná uzavřená
vnějšı́ diferenciálnı́ 2-forma

H je hladká funkce zvaná Hamiltonián
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Přı́klady symplektických variet

T ∗Q, dim(Q) = n s ω =
∑n

i=1 dpi ∧ dq i v kanonických
souřadnicı́ch (q i , pi) (ω = −dθ, θ =

∑n
i=1 pidq i Liouvilleova

1-forma)

S2 s ω = sin2(α)dα ∧ dβ ve sférických souřadnicı́ch (α, β).
Nenı́ symplektickým kotečným bandlem žádné variety (ω
nenı́ exaktnı́)
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Hamiltonovy rovnice

Hamiltonovské vektorové pole a Hamiltonovy rovnice

(M, ω, H) Hamiltonovský systém. Pak

Hamiltonovské vektorové pole . . . XH ∈ X(M) splňujı́cı́
iXH

ω = dH, kde iXH
ω = ω(XH ,−) ∈ E1(M).

Hamiltonovy kanonické rovnice . . . rovnice pro integrálnı́
křivku z(t) ∈ M, t ∈ R pole XH , tj. d

dt z(t) = XH(z(t)).

M

z(t)

XH

”
Klasicky“ (lokálně): M = T ∗Q, z(t) = (q i(t), pi(t))

q̇ i =
∂H
∂pi

, ṗi = −
∂H
∂q i
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iXH

ω = dH, kde iXH
ω = ω(XH ,−) ∈ E1(M).
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Poissonovy závorky a integrály pohybu

Poissonovy závorky

Zobrazenı́ {−,−} : C∞(M) × C∞(M) → C∞(M) definované
jako

{F , G} = ω(XF , XG) , F , G ∈ C∞(M)

{−,−} jsou antisymetrické
X ∈ X(M) Hamiltonovské ⇔ X [f ] = {f , H}, f ∈ C∞(M)
(Poissonovy variety (M, {−,−})
d
dt (f ◦ z) = {f , H} ◦ z pro každou f ∈ C∞(M).

Integrál pohybu

f ∈ C∞(M) je integrálem pohybu (M, ω, H), resp. zachovávajı́cı́
se veličinou, jestliže {f , H} = 0.

Integrálem pohybu je vždy
”
energie“ H (= T + V ), tj.

{H, H} = 0
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Integrál pohybu
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Integrabilita

Integrabilnı́ systém

(M, ω, H), dim(M) = 2n je úplně integrabilnı́ ⇔ existuje n
integrálů pohybu Ki ∈ C∞(M) v involuci, tj.
{Ki , Kj} = 0, i, j = 1, . . . , n a diferenciály dfi , i = 1, . . . , n jsou
lineárně nezávislé.
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Liouville-Arnoldova věta

Liouville-Arnoldova věta

(M, ω, H) úplně integrabilnı́ Hamiltonovský systém na
kompaktnı́ varietě M. Označme {K1, . . . , Kn} integrály pohybu a
E : m ∈ M 7→ (K1(m), . . . , Kn(m)) ∈ R

n. Jestliže je c ∈ R
n

regulárnı́ hodnotou E a E−1(c) je souvislé, pak

Mc = E−1(c) ≃difeo T
n

Heslo:
”
Pohyby se dějı́ na toru“

T 2 = S1 × S1
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Důsledky Liouville-Arnoldovy věty

”
Action-angle variables“: Lokálnı́ souřadnice
(α1, . . . , αn, K1, . . . , Kn) na T ∗Q ((αi) na Mc ≃ T

n), že
ω =

∑n
i=1 dαi ∧ dKi a H = H(Ki), tj.

K̇i = −
∂H
∂αi

= 0 , α̇i =
∂H
∂Ki

= Fi(Kj)

Původnı́ řešenı́ z(t) = (q i(t), pi (t)) v kvadraturách

Přı́klad (kyvadlo):

H =
p2

q
2m + mgl(1 − cos(q))

E(q, pq) = H(q, pq), E−1(ci) ≃ S1

H−1(c1)
q

T∗S1

pq

α

H−1(c2)

(π, O)
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Setrvačnı́ky

n-rozměrné setrvačnı́ky

Hamiltonovské systémy na (T ∗SO(n), ω) s:
Volný. . . H(R, PR) = 1

2 tr(PRQPT
R ).

Těžký. . . H(R, PR) = 1
2 tr(PRQPT

R ) + RXT · g.

R ∈ SO(n), PR ∈ T ∗

RSO(n)
M = (LR)∗E(PR) ∈ so

∗(n) moment hybnosti v tělese

Q positivně definitnı́ matice
”
momentu setrvačnosti“

(rozloženı́ hmoty)

XT ∈ R
n

”
těžiště“, g ∈ R

n tı́hový vektor

transformace souřadnic x = RX
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3D Lagrangeův setrvačnı́k

g

E1

Q =





A 0 0
0 B 0
0 0 B



 , A, B > 0

XT = (X , 0, 0)

H(M) = 1
2M · QM + RXT · g

M ∈ (R3)∗ ≃ so
∗(3), kde · je standardnı́ skal. součin na R

3

Integrály pohybu: H, M · XT (SO(2) symetrie vůči otočenı́
kolem XT ), RM · g (SO(2) symetrie vůči otočenı́ kolem g v
prostoru), tj. 3 funkce

dim(T ∗SO(3)) = 6, tedy úplně integrabilnı́ systém, se
sadou I.P. výše
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4D Lagrangeův setrvačnı́k

SO(2) × SO(2) symetrický setrvačnı́k, tj.

Q =









A 0 0 0
0 A 0 0
0 0 B 0
0 0 0 B









, A, B > 0, XT = (X , X , 0, 0)

H(R, PR) = 1
2 tr(PRQPT

R ) + RXT · g, PR ∈ T ∗

RSO(4)

Integrály pohybu: H, 3 složky RMRT (SO(3) symetrie
kolem g, analogie RM · g), jedna složka M (SO(2) symetrie
kolem XT ), tj. zatı́m 5 funkcı́

dim(T ∗SO(4)) = 12, tj. k integrabilitě zbývá 1 a ověřenı́
předpokladů
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Poděkovánı́

Děkuji za pozornost.
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